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ABSTRACT 

Designr are studied for the dwelopment of specific retarders Ilinesr, circular or elliptic) with 
controllabls retardation. linear and circular retardation modulators, and compensstors. Systams 
containing two or three low cost linear retarden lcommercial birefringsnt piatesl are used for this aim. 
The mathematical formatism of R.C. Jones has besn used for the caiculations. 

RESUMEN 

Se estudian diseños que permiten realizar retardadores específicos Ilineales. circulares o elípticos) 
de retardo controlable, moduladores de retardo lineales y circulares. y compensadores. Para ello se 
utilizan rinemss formada por dos o tres retardadores lineales de bajo costo: Iámines birrefringentes 
comerciales. Como formalismo matemático se utiliza el de R.C. Jones. 

1. INTRODUCCION Para este trabajo hemos utilizado el formalismo 
matricial de R.C. Jones (3). 

La utilización de sistemas constituídos por varios 
retardadores lineales ha merecido la atención de diversos 
autores. El propio R.C. Jones (1). examina la posibilidad 2. RETARDADORES OPTICOS 
de obtener un retardador circular a partir de una 
sucesión de retardadores lineales. o bien, mediante el En la notación más general (4) se define como 
concurso de dos láminas cuarto de onda acromáticas y retardador un elemento óptico que divide un haz de luz 
un compensador de Soleil; métodos que son el primero monocromática polarizada incidente en dos haces de luz 
de compleja realización y delicado ajuste, y el segundo con polarizaciones ortogonales, produciendo entre ellas 
de elevado costo. W.A. Shurchiff (2) seiíala que la u n  c ie r to  re tardo de fase. Estas polarizaciones 
combinación de dos retardadores lineales se comporta. ortogonales corresponden a las dos únicas polarizaciones 
en determinadas condiciones, como un retardador invariantes de un haz de luz que atraviesa el retardador. 
circular, pero no indica que se haya realizado un análisis De acuerdo con esto los retardadores pueden ser lineales, 
de l  dispositivo que permita dar generalidad a su circulares o elípticos. según sean las polarizaciones 
utilización. E l  propósito de este trabajo consiste en el invariantes. Habitualmente, se entiende por rotor a un 
estud io  .de sistemas constituidos por dos y tres retardador circular. y por láminas de media onda y de 
retardadores lineales con la finalidad de conseguir cuarto de onda a un retardador lineal que introduce un 
retardadores específicos (circulares, por ejemplo), retardo de fase d e n  y n12, respectivamente. 
moduladores de retardo (lineales y circulares) y En lo que sigue denotamos por Li(u,S) a un 
compensadores. E l  interés de ello radica en que la retardador lineal de retardo de fase S y orientación cu de 
u t i l i zac ión  de láminas birrefringentes comerciales su eje rápido respecto a un eje de referencia prefijado. El 
permite la construcción, a bajo costo, de dispositivos de índice i indica el orden que ocupa el retardador lineal 
polarización que realicen funciones equivalentes a las de cuando hay una sucesión de ellos. Un rotor lo 
los retardadores lineales, circulares o elípticos de retardo denotamos por R(7), sefialando por 7 el giro que 
controlable a voluntad. produce en el plano de polarización de un haz de luz 



polarizada lineal. y corresponde a l a  mitad del retardo, cos (28-y) senAl2 = cosSI2 senS'12 
que introduce el  rotor entre las dos polarizaciones + senS12 cosS'12 cos2a. [4,b] 
ortogonales invariantes. 

De interés para este trabajo es uno de los teoremas 
seny cosAl2 = -sen&/2 senS'l2 sen2a. [4,c] de equivalencia, dados por H. Hurwitz v R.C. Jones (5). 

cuyo enunciado conforme a la notación adoptada es: 
"Para un haz de luz de longitud de onda determinada, un 
sistema óptico constituído por un número cualquiera de 
retardadores (no necesariamente lineales) es Ópticamente 
equivalente a un sistema formado por dos Únicos 
elementos: un retardador lineal y un rotor". 

3. ACOPLAMIENTO DE DOS RETARDADORES 
LINEALES. ROTOR TRANSCENDENTE 

Consideremos un sistema constituido por una 
secuencia de dos retardadores lineales L l  (a.6). La(O,S'); 
sobre los que incide normalmente un haz colimado de 
luz monocromática. En virtud del teorema de 
equivalencia enunciado, utilizando el formalismo de R.C. 
Jones (3). puede escribirse 

M, MI = M R ~  MLBq V I  
donde M,, M2, MLe y MRgq representan las matrices 
asociadas a ~ l ia ,?) ,  La(0.S'). L,,(Bd) v R (y). 
respectivamente; siendo Leq(BA) y Re4(7) el retardador 
lineal y rotor equivalentes. 

El formalismo de Jones asocia a un retardador lineal 
L(0.r) la matriz 

y a un rotor R(y) la matriz 

De la expresión [l] y utilizando las matrices 
definidas en [2] y [3] obtenemos. tras operaciones 
trigonométricas. las siguientes relaciones 

sen (28-y) sena12 = senS12 cosS'I2 sen2a [4,d] 

De estas relaciones, obtenemos las expresiones que 
dan los parámetros característicos del sistema 
equivalente 

sen 2a 
tag Y = i5.al 

cos 2a-cotg612 cotgS'I2 

sen 2a 
tag (28 -y) = i5.bI 

cos 2a + cotgSI2 tagS'l2 

De la expresión [5,c] se infiere que el retardo 
equivalente A estará comprendido entre los valores 
siguientes 

IS-& ' I<A<S+S'  [61 

Un análisis de las expresiones [5,a] y [5,b] permite 
encontrar los diferentes casos. seaún valores de 6 v 6'. . - . . 
que presentan un comportamiento característico de y(a) 
y B(a). En la Tabla I damos los valores de a para los que 
y(a) y O(@) presentan discontinuidades, así como los que 
toman y(a) y B(a) en dichos valores. 

Para O < S + 6 '  <H. y ía)  no presenta 
discontinuidades y toma los valores extremos, 

4 2  cos812 cos6'12 
+ - 

(cos6 + c o s ~ ' ) ' ~  
para a =  t 112 arc cos (1IP). mientras que los de B(a) se 
dan en los puntos de discontinuidad cuando éstas 
existen. 

Para n < S  + S '  4 2n, y (a)  tiene siempre 
discontinuidades y en ellas toma valores extremos 
y = * nI2. Los puntos de discontinuidad se dan en la 
Tabla l. B(a) tiene siempre dixontinuidader en los 
mismos puntos que 7, y además otras referenciadas en la 
Tabla l. 

En la Fig. 1 están representadas 7(a), Bb) y A@). 



TABLA I 

PLntos de discontinuidad de 7 (u) y 0 (dpam -n/2 4 ai 4 n/2 

r (u) 

No discontinuidad No discontinuidad 

1 1 sen (arc cos (-TI* 
6 >6' q -arc cos (- T)* No discontinuidad I n14 - q -arc tag 

2 2 P + T  

1 
q - arc cos P 
2 

1 sen (arc cos P) 
I nl4 + q- arc tag 

2 P + T  

1 1 oen (arc cos (- T) 
q - arc cos (- T)  No discontinuidad f n14 - q- arc tag 

2 2 P + T  

* = * 1 ; p = ~ o t g  612 cotg 6'12 ; T = cotg 612 tag 872. 
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De ellos se deduce que, salvo en los casos triviales 
a = O y d 2 ,  el sistema no es equivalente a un retardador 
lineal. Para S = 6'= a el sistema se comporta para todo 
a como un rotor puro (A = 0) -rotm tmnscendente- 
satisfaciéndose la relación tag y = tag 2a. 

La Fig. 2 recoge el comportamiento de 7(a) para 
este último caw. 

-n 
-n12 -ni4 o "U. n& 

d (radianes) 
Fig. 2.- Sismma equivalente: romr trenlcendmts (6 =S' =nl. 

Giro, 7, m el plano ds wiarizaci6n de un haz de luz 
incidente polarizada lineal en iunción de le orimtación 
relativa, a de la dos retnrdadores. RaUdo .quinlmta. 
4 nulo. 

Fia. 1 .- Par~mntrw caractnrlstims da1 s i a m a  equivalentn: A,O y 
7en funci6n de a @(O en Ilnaa de traza y yia) en IInsa 
continua. C~SOI: a l  S = n/3,6'=dZ: b) S S' = 
=n/3:c)S=~l3,S'=n/2:dl6=6'=~/2. 

Rotor trantcendeno. 

Un especial interés presenta el caso en que los 
retardadores son Iguales, pues los parámetros 
equivalentes vienen dados por la$ expresiones siguientes 

sen 2a 
tag Y = 

cos2a-cotga S12 

sen 2a 
tag (28-7) = 

1 + cos2a 

4. ACOPLAMIENTO DE TRES RETARDADORES 
LINEALES. OBTENCION DE UN COMPENSADOR 

U n  sistema constituido por dos retardadores 
lineales, salvo en casos triviales. no se comporta como un 
retardador lineal equivalente. Esto se manifiesta en que 
la matriz asociada al sistema no es simétrica, lo que 
induce a pensar que un sistema constituído por tres 
retardadores lineales, dispuestos simétricamente, pueda 
comportarse como un retardador lineal equivalente de 
retardo variable. 

E l  sistema vendría tipificado por Lt (0.6). Lz(a,S') y 
Ls(0.S). donde a es el único parámetro variable del 
sistema. 

La matriz asociada a dicho sistema viene dada por 

r ,,z ilS+S'/~l+ ,,z a ei16-S'/21 

L sen a cosa [ e i ~ ' / 2  -e-i~'12] 

sena cosa [ei612 -e-¡"/Z 1 



La identidad de esta matriz con la asociada a un 
retardador lineal equivalente, L~OA),  donde A es el 
retardo de fase y 8 la orientación de su eje rápido 
respecto al eje de referencia prefijado permite obtener 
las ecuaciones siguientes 

sen 2a sen 6'12 = sen 28 senAl2, [9,al 

cos2a cos (S + 8'12) + sen'a cos (S-6'12) = cosAl2, 
[gbl 

cosa asen (6 +6'12) + sena asen (6-8'12) = cos 28 senAl2 

[S.cI 

De estas expresiones pueden obtenerse los 
parámetros caracter ist icos del retardador lineal 
quivalente 

cos A l 2  = cosS cosS'12 - senS senS'l2 cos 2a. [lora] 

san 2a 
tag 28 = (10,bI 

senS cotg8'12 + cosS cos 2a 

De [10,a] se obtiene el rango de valores posibles de 
A que viene dado por 1 28 - S' 1 <A < 26 + S'. De 
[10,b] se obtiene el rango para 8, que es 

1 senS'l2 
- - arc tag < 

2 (sen2S -senzS'12) 

1 sen 6'12 
< O  < -arc tag 

2 (sen'6-sen'S'12)'~ 
En la Fig. 3 mostramos los resultados que se 

obtienen para el caso de S = n12 y 6' = n12, que da idea 
del comportamiento general del sistema para casos no 
singulares. La utilidad del sistema constituido por tres 

o 1 l 
-"n -"lb O "6 "12 

d (radianes) 

retardadores lineales radica en que con él pueden 
construirse compensadores. 

Particularmente interesante es el caso de S = n12 y 
S' =: n. con el que se logra un rango máximo de valores 
posibles de A (de O a 2 ~ ) ) .  y en el que las relaciones deA 
y 8 con a son sencillas: A =  4a. 8 = -n/4 (fijo). En la 
Fig. 4 está representada la dependencia de A con a. Una 
aplicación de este sistema particular estriba en su 
utilidad como dispositivo de modulación de retardo, con 
función diente de sierra. U n  reciente trabaio (71 propone 
la utilización de un modulador de fase de función de este 
t ipo para la medida de los coeficientes principales de 
reflexión de superficies isótropas y anisótropas; en este 
trabajo se sugiere como modulador de fase un dispositivo 
~iezoeléctrico. 

d (radianes) 
Fig. 4.- Sistema equivalents: modulador de retardo (6=11/2, S'= 

= n l A ( d :  O=-n14psrat0do(r 
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