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ABSTRACT

Designs are studied for the development of specific retarders (linear, circular or elliptic) with
controllable retardation, linear and circular retardation modulators, and compensators. Systems
containing two or three low cost linear retarders (commercial birefringent plates) are used for this aim.
The mathematical formalism of R.C. Jones has been used for the calculations.

RESUMEN

Se estudian disefios que permiten realizar retardadores especificos (lineales, circulares o elipticos)
de retardo controlable, moduladores de retardo lineales y circulares, y compensadores. Para ello se
utilizan sistemas formados por dos o tres retardadores lineales de bajo costo: laminas birrefringentes
comerciales. Como formalismo matematico se utiliza el de R.C. Jones.

1. INTRODUCCION

La utilizacion de sistemas constituidos por varios
retardadores lineales ha merecido la atencién de diversos
autores. El propio R.C. Jones (1), examina la posibilidad
de obtener un retardador circular a partir de una
sucesion de retardadores lineales, o bien, mediante el
concurso de dos laminas cuarto de onda acromaticas y
un compensador de Soleil; métodos que son el primero
de compleja realizacion y delicado ajuste, y el seqgundo
de elevado costo. W.A. Shurchiff (2) sefiala que la
combinacion de dos retardadores lineales se comporta,
en determinadas condiciones, como un retardador
circular, pero no indica que se haya realizado un analisis
del dispositivo que permita dar generalidad a su
utilizacion. El proposito de este trabajo consiste en el
estudio -de sisternas constituidos por dos y tres
retardadores lineales con la finalidad de conseguir
retardadores especificos (circulares, por ejemplo),
moduladores de retardo (lineales y circulares) vy
compensadores. El interés de ello radica en que la
utilizacién de laminas birrefringentes comerciales
permite la construccion, a bajo costo, de dispositivos de
polarizacion que realicen funciones equivalentes a las de
los retardadores lineales, circulares o elipticos de retardo
controlable a voluntad.
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Para este trabajo hemos utilizado el formalismo
matricial de R.C. Jones (3).

2. RETARDADORES OPTICOS

En la notacibn mas general (4) se define como
retardador un elemento Optico que divide un haz de luz
monocromatica polarizada incidente en dos haces de luz
con polarizaciones ortogonales, produciendo entre ellas
un cierto retardo de fase. Estas polarizaciones
ortogonales corresponden a las dos Unicas polarizaciones
invariantes de un haz de luz que atraviesa el retardador.
De acuerdo con esto los retardadores pueden ser lineales,
circulares o elipticos, segun sean las polarizaciones
invariantes. Habitualmente, se entiende por rotor a un
retardador circular, y por laminas de media onda y de
cuarto de onda a un retardador lineal que introduce un
retardo de fase de 7 y 7/2, respectivamente.

En lo que sigue denotamos por L;(a,8) a un
retardador lineal de retardo de fase § y orientacion a de
su eje rapido respecto a un eje de referencia prefijado. El
indice i indica el orden que ocupa el retardador lineal
cuando hay una sucesion de ellos. Un rotor lo
denotamos por R(y), sefialando por 7y el giro que
produce en el plano de polarizaciéon de un haz de luz



polarizada lineal. oy corresponde a la mitad del retardo,
que introduce el rotor entre las dos polarizaciones
ortogonales invariantes.

De interés para este trabajo es uno de los teoremas
de equivaiencia, dados por H. Hurwitz y R.C. Jones (5),
cuyo enunciado conforme a la notacion adoptada es:
“Para un haz de luz de longitud de onda determinada, un
sistema optico constituido por un nimero cualquiera de
retardadores (no necesariamente lineales) es dpticamente
equivalente a un sistema formado por dos Unicos
elementos: un retardador lineal y un rotor".

3. ACOPLAMIENTO DE DOS RETARDADORES
LINEALES. ROTOR TRANSCENDENTE

Consideremos un sistema constituido por una
secuencia de dos retardadores lineales L. (@,6), L,(0,6°);
sobre los que incide normalmente un haz colimado de
luz monocromatica. En virtud del teorema de
equivalencia enunciado, utilizando el formalismo de R.C.
Jones (3), puede escribirse

M2 M!. =MHBqMLeq [1]

donde M;, M,, M|_e y Mge representan las matrices
asociadas a Ly(@d), Ly(06), Leq(@.A) v R (1),
respectivamente; siendo Lgq(8,A) y Rgql7) el retardador
lineal y rotor equivalentes.

El formalismo de Jones asocia a un retardador lineal
L(8.7) la matriz

cos?Bei™2 + sen?BeiT2 | senT/2 sen2f

isenT/2 sen2B sen® feiT/2 + cos® fe~iT/2

[2]
y a un rotor R(7y) la matriz
cosy seny
i [3]
seny cosy

De la expresion [1] y utilizando las matrices
definidas en [2] y [3] obtenemos, tras operaciones
trigopnométricas, las siguientes relaciones

cosy cosA/2=1cos6/2 cosd'/2

—send/2 send’/2 cos2aq, [4.4]
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cos (26—y) senA/2 = cosb/2 send’/2

+s5end/2 cosd’/2 cos2a, [4,b]
seny cosA/2=-send/2 send’/2 sen2q, [4.c]

sen (20—y) senA/2 =send/2 cosd’'/2 sen2a [4,d]

De estas relaciones, obtenemos las expresiones que

dan los pardmetros caracteristicos del sistema
equivalente
sen 2a
tagy = [5.a]
cos 2a-cotgd/2 cotgd’/2
sen 2o
tag (26 -7) = [5.b]
cos 2¢ + cotg5/2 tagd’/2
§+6
cos? A/2 = cos? ( ) cos? &
2
5-8'
+ cos? (——) sen® « [5.c]
2

De la expresion [5,c] se infiere que el retardo
equivalente A estard comprendido entre los valores
siguientes

18 -8 |<A<8+5 [6]

Un analisis de las expresiones [5,a] y [5,b] permite
encontrar los diferentes casos, segin valores de § y &',
que presentan un comportamiento caracteristico de y(a)
y B(a). En la Tabla | damos los valores de a para los que
vla) vy 6(a) presentan discontinuidades, asi como los que
toman y(a) vy 8(a) en dichos valores.

Para 0 <486 + 6" <m, 7v(a) no presenta
discontinuidades y toma los valores extremos,

V2 cosd/2 cosd'/2

+

(cosd +coss’) 112

para a = + 1/2 arc cos (1/P), mientras que los de 8 (a) se
dan en los puntos de discontinuidad cuando éstas
existen.

Para 7 <8 + 6" <2m, +vyla) tiene siempre

. discontinuidades y en ellas toma valores extremos

Y=*7/2. Los puntos de discontinuidad se dan en la
Tabla I. 8(a) tiene siempre discontinuidades en los
mismos puntos que 7, y ademas otras referenciadas en la
Tabla l.

En la Fig. 1 estén representadas y(a), 8(a) y Ala).



TABLA |

Puntos de discontinuidad de 7y (&) y 0 (o) para -n/2 < a<7/2

a ¥ () 0 (a)
5 <¥ _ No discontinuidad No discontinuidad
0<6+6'<n
1 1 sen (arc cos (—T)*
5§=06' q—arccos (—T)* No discontinuidad + /4 - q —arc tag
2 2 P+T
1 1 sen (arc cos P)
q — arc cos P /2 tm/4 + q— arc tag
2 2 P+T
br < s5+5'<2n
1 1 sen (arc cos (— T)
n<8+6'<2m q—arccos (—T) No discontinuidad *+ /4 - q— arc tag
2 2 P+T
b=6'=7 tn/4 +m/2 0
g=%1; p=cotg8/2 cotgd'/2; T=cotg5/2 tag5’/2.
n = T T n 7
a
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Fig. 1.— Pardmetros caracteristicos del sistema equivalente: A6 y
7Y en funcién de o 0{c) en Iinea de trazos y (o) en linea
continua. Casos: a) § = m/3,8'=mn/2;b) 6 =7/2, & =
=7/3;c) 6 =2m/3,6'=m/2;d] 6 =6 =n/2.

Rotor transcendente
Un especial interés presenta el caso en que los

retardadores son iguales, pues los pardmetros
equivalentes vienen dados por las expresiones siguientes

sen 2o
tagy = [7.2]
cos2a-cotg? §/2
sen 2a
tag (20 -7) = [7.b]
1+ cos 2«
sen A/2 = cos a sen § [7.c]
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De ellos se deduce que, salvo en los casos triviales
a =0y m/2, el sistema no es equivalente a un retardador
lineal. Para § = 8" = 7 el sistema se comporta para todo
a como un rotor puro (A = 0) —rotor transcendente—
satisfaciéndose la relacion tag y = tag 2a.

La Fig. 2 recoge el comportamiento de y(a) para
este Ultimo caso.
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Fig. 2.— Sistemna equivalente: rotor transcendente (6 =&’ =m).
Giro, 7, en el plano de polarizacion de un haz de luz
incidente polarizada lineal en funcion de la orientacion
relativa, &, de los dos retardadores. Retarde equivalente,

A, nulo.

4. ACOPLAMIENTO DE TRES RETARDADORES
LINEALES. OBTENCION DE UN COMPENSADOR

Un sistema constituido por dos retardadores
lineales, salvo en casos triviales, no se comporta como un
retardador lineal equivalente. Esto se manifiesta en que
la matriz asociada al sistema no es simétrica, lo que
induce a pensar que un sistema constituido por tres
retardadores lineales, dispuestos simétricamente, pueda
comportarse como un retardador lineal equivalente de
retardo variable.

El sistema vendria tipificado por L;{0,8), Ly {a,8’) vy
L3(0,8), donde & es el Unico parametro variable del
sistema.

La matriz asociada a dicho sistema viene dada por

oesa? aei(5+5"2)+sen’ o ell6-6'72)

sen @ cos & [eia"'z—e'ialfz]
senq cosw [eia"z—e"isi'lz]
(8]

sen? qe~16-8°72) | o2 (0 -118+8"/2)



La identidad de esta matriz con la asociada a un
retardador lineal equivalente, L(6,A), donde A es el
retardo de fase y 0 la orientacion de su eje rapido
respecto al eje de referencia prefijado permite obtener
las ecuaciones siguientes

sen 2asen 6’/2 = sen 260 senA/2, [8,a]

cos® acos (8 4+ 8'/2) + sen® @ cos (6-8"/2) = cosA/2,
[9,b]

cos® asen (5+8'/2) + sen® asen {8-8'/2) = cos 26 senA/2
[9.c]

De estas expresiones pueden obtenerse los
parametros caracteristicos del retardador lineal
equivalente

cos A/2 =cos8 cosd'/2 -send send’/2 cos 2a, [10,a]

sen 2o

tag 20 = [10,b]

send cotgd’'/2 + cosd cos 2

De [10,a] se obtiene el rango de valores posibles de
A, que viene dado por |25 —§' | <A<256+§". De
[10,b] se obtiene el rango para 8, que es

1 send’/2
— — arc tag
2 (sen?5 -sen®8°/2)

1 send’/2
<0 € —arc tag

2 (sen?8 -sen?5’/2)1 /2
En la Fig. 3 mostramos los resultados que se
obtienen para el caso de § = 7/2 y 8" = 7/2, que da idea
del comportamiento general del sistema para casos no

singulares. La utilidad del sistema constituido por tres
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Fig. 3.— Parametros caracteristicos del sistema equivalente: A y
0 en funcién de c. A (@) en Iinea continua y @ (&) en Ii-
nea de trazos. Caso § =7/2; §' =m/2.
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retardadores lineales radica en que con él pueden
construirse compensadores.
Particularmente interesante es el caso de 8 =7/2 y
"=, con el que se logra un rango maximo de valores
posibles de A {de O a 2m), y en el que las relaciones de A
y B con « son sencillas: A= 4q, 8 = —n/4 (fijo). En la
Fig. 4 esté representada la dependencia de A con a. Una
aplicacion de este sistema particular estriba en su
utilidad como dispositivo de modulacién de retardo, con
funcion diente de sierra. Un reciente trabajo (7) propone
la utilizacion de un modulador de fase de funcién de este
tipo para la medida de los coeficientes principales de
reflexion de superficies isdtropas y anisotropas; en este
trabajo se sugiere como modulador de fase un dispositivo
piezoeléctrico.
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Fig. 4.— Sistemna equivalente: modulador de retardo (8§ =n/2, §'=
=m Ala); 0 =-n/4 para todo o
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